FELADATOK
a populáció-szabályozás, evolúció témaköréből
(2006. tavasz)

1. Probléma. Genetikai példa a statikus (ill. dinamikusan változó) környezethez legjobban alkalmazkodó populáció kialakulására
Egy kétgénes genomnak négyféle változata lehet: ab, aB, Ab és AB.

A szaporodási sebességeiket (1/év egységben) az alábbi táblázat mutatja: 

	allél
	száraz klíma
	nedves klíma

	ab
	2
	0,5

	aB
	1
	1

	Ab
	1
	1

	AB
	0,5
	2


azaz az ab allél a száraz, az AB allél a nedves klíma esetén előnyös. Az a ↔ A és a 
b ↔ B mutáció p valószínűséggel következik be. A klíma (akár száraz akár nedves) C évig áll fenn, és utána véletlenszerűen változik (vagy szárazra vagy nedvesre).

Kérdés. Számítsuk ki (a megoldás elején szabadon) választott paraméterek esetén a populáció létszámát generációról generációra számítógépes program segítségével!

Megadott C mellett 100 esztendő alatt szeretnénk a lehető legnagyobb populációlétszámot elérni. Mekkorára kell ehhez a p mutációs valószínűséget választani?

Megoldás.
Az évenkénti (generációnkénti) változás a mutációtól és a szaporodási sebességtől függ:

Xn+1 = V.U.Xn
ahol az Xn vektor adja az n-edik generációban a négyféle genom (változat) létszámát:




U az utódmátrix, amelyet a szaporodási sebességek határoznak meg:









száraz évben
nedves évben

A mutációnak a populáció összetételére gyakorolt hatását leíró mátrix:




Indoklás: válasszuk ki az egyik, pl. az (ab) állapotot! Ez p valószínűséggel adhat Ab és p valószínűséggel aB állapotot (csak egyszeri mutáció engedett meg). Annak valószínűsége, hogy egyáltalán létrejön mutáció 2∙p, hogy nem jön létre mutáció: 
1– 2∙p. Ez utóbbi esetben visszakapjuk az eredeti (ab) állapotot. Az AB állapot a ab állapotból egyáltalán nem (0 valószínűséggel) jöhet létre egyszeri mutációval.
2. Probléma: a környezethez való alkalmazkodás Manfred von EIGEN-tõl származó modellje.

Az ábécé A (= 32) számú betűjébõl véletlenszerű választással L (= 10) betűs szavakat hozunk létre. A szavak másolódnak (szaporodnak), de a másolatok nem tökéletesek, mert p (= 0,01) mutációs valószínűséggel a szó bármelyik betűje kicserélõdhet az ábécé egy másik betűjére. A környezeti feltételekhez való alkalmazkodás mértékének a szaporodási sebesség nagyságát feleltetjük meg: minél jobban tud a mutáns a környezethez alkalmazkodni, annál nagyobb sebességgel szaporodik. Létezzen egy ún. célszó, amely leginkább tud alkalmazkodni a környezeti követelményekhez. Ez a szó érzi legjobban magát az adott környezetben.
Feltételek (játékszabályok):

1) Egy generáció alatt egy szóból 2R másolat születik, ahol R azon betűk száma, amely már megegyezik a célszó megfelelõ betűjével (R = 0,1,...L). A célszóhoz egyre jobban hasonló szavak egyre gyorsabban másolódnak (szaporodnak).
2) Egy generáció alatt csak egy mutáció jöhet létre.

3) A szülõ a másolat(ok) megjelenésekor elpusztul (elkülönülõ generációk).

Kérdések: 
1) Számítsuk ki a populációt (annak százalékos összetételét) generációról generációra! 2) Milyen hatással vannak a különbözõ paraméterek a szaporodási sebességre? A megvizsgálandó paraméterek:

- A, az ábécé betűinek (áttételesen a DNS-t vagy a fehérjét primér módon meghatározó nukleinsavak ill. aminosavak) száma,

- p, a mutációs valószínűség (általában kicsiny, p<<1 érték),

- aR, a szaporodási sebesség (alapesetünkben a = 2) és
- L, a genetikai információ hossza.
3) Tanulmányozzuk a nem elkülönülõ generáció esetét is! Minden szó (egyed) éljen több (b számú) nemzedéken keresztül, tehát minden egyed b nemzedéken át szül.
Írjon számítógépes (interaktív) programot a feladat megoldására, amely elfogadható grafikát is szolgáltat a paraméterektől való függés érzékletes bemutatására. 

Megoldás (vázlat az algoritmus megtalálásához)
Állapotvektor (oszlopvektor) az n-edik generációban: Xn . Komponensei: X(0), X(1),...,X(L).

X(0) azon szavak száma, amelyek sehol sem egyeznek a célszóval,

X(1) azon szavak száma, amelyek egy helyen megegyeznek a célszóval,

....

X(L-1) azon szavak száma, amelyek egy helyen eltérnek a célszótól,

X(L) a tökéletes szavak száma, amelyek megegyeznek a célszóval.

Az állapotvektor egyrészt 

i) mutáció, másrészt 

ii) másolás (szaporodás) 

révén változik az egyik generációról a másikra.

i) Mutáció (változás, az ezt kifejező mátrix V): helyeset csinál (javít) vagy (helyesbõl vagy helytelenbõl) helytelent csinál (ront ill. nem javít) a célszóhoz való közelítésben

- Javítás: Egy R  (R = 0,1,...L) helyes betűt tartalmazó szóban valamelyik betűhelyen bekövetkezõ mutáció (L-R)/L valószínűséggel érint helytelen betűt, ezt 1/A valószínűséggel alakítja helyes betűvé 




tehát p.V(R+1,R) annak a valószínűsége, hogy egy betűhely az R helyesbetűs szónak R+1 helyesbetűs szóvá történõ átalakítását eredményezze.

- Sem javítás, sem rontás (helytelenbõl helytelen betűs szó vagy helyesből helyes): 
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- Rontás (egy betű a helyesbõl helytelent csinál): 
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ii) Változatlanul hagyás: a betűhely 1–p valószínűséggel (tehát az esetek többségében) változatlan marad.

Mivel a szóban L betűhely van, ezért a mutációból és az azt követõ másolásból (szaporodásból) származó állapotváltozás így írható fel:




ahol E az egységmátrix (az állapot változatlan marad), V a változás (mutáció) mátrixa és U(R,R) = 2R a másolás diagonális mátrixa.

3. Probléma. Legyen a populációszám iterációs egyenlete



, és

x0 = a.

Kérdés. Hogyan viselkedik a populációszám n → ∞ esetén? Vizsgálja meg különböző a értékekre!

Megoldás. 

Ha a > 1,4446, akkor a sorozat divergál.

Ha a < 1,4446, akkor a sorozat konvergens.

Ha a ≈ 1, akkor a sorozat monoton közelít a véges határértékhez.

Ha a << 1, akkor a sorozat csillapodó oszcillációval konvergál a határértékhez.

Ha a < 0,1, akkor nincs egyértelmű határérték, hanem a sorozat két határérték (A és B) között ugrál (határciklus).

Ha a → 0, akkor A → 1 és B → 0: a határérték (limesz) a "kontrollparaméter" (a) bizonyos értékénél "bifurkál".

4. Probléma. Lineáris szaporodási törvény az élettér (zöld sziget) véges eltartóképességével elkülönülő és nem elkülönülő generációk (nyulak) eseteiben.

Nem elkülönülő generációk esete. A lineáris szaporodást leíró differenciálegyenlet



,

ahol k, a szaporodási sebesség csökkenni kezd, ha a populációszám megközelíti az élettér hordképességét, M:



.

Elkülönülő generációk esete. A fenti differenciálegyenlet rekurzív változata:



.

Kérdések. Adja meg nem elkülönülő generáció esetén a populáció időbeli változását (analitikus formában), és elkülönülő generációk esetén generációról generációra (numerikusan)! Válasszon X0 = 2 értéket (egy nyúl párral induljon), legyen M = 100 az élettér optimális eltartóképessége, és változtassa C értékét!

Megoldás. A nem elkülönülő generációk esetére felírt differenciálegyenlet megoldása:




Az elkülönülő generációkra felírt iteratív egyenlet numerikus megoldása alapján:

0 < C < 2 esetén a megoldás konvergál a 100 határértékhez (akárcsak az analitikus megoldás)

C > 2 esetén konvergencia helyett határciklusokat kapunk: a túlnépesedés és a részleges éhenpusztulás oszcillációját.

C = 3 értékhez közeledve vad ingadozásokat tapasztalunk, kaotikus a viselkedés.

C > 3 esetén az egész populáció irreverzibilisen kipusztul.
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