Mechanikai rezgések, rezonancia
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Az emberi testben mechanikai rezgések keletkezhetnek, terjedhetnek és csillapodhatnak
(tinhetnek el). Mar 1761-ben bevezették az orvosi vizsgalatokba a beteg kopogtatasanak
(perkusszio) modszerét (L. Auenbrugger), amelynek soran a rezgésbe hozott szovetrészek
sajatrezgéseibdl (intenzitas €s hangmagassag) lehet koros elvaltozasokra kovetkeztetnie a
gyakorlott és érzékenyitett hallast orvosnak. Kiils6 mechanikai rezgéseknek kitett emberek
els6 szisztematikus orvosi vizsgalatait A Hamilton (1918) végezte olyan munkasoknal, akik
koveket tortek stiritett levegdvel miikodo légkalapaccsal. A felugro, majd a talajra
visszaérkezd sportold (pl. kosar- és kézilabdazo) testében (csillapodo) rezgések ébrednek,
amelyek igénybe veszik az emberi test tartd- és mozgatdszerkezeteit. Ha 1ézerrel szaruhartya-
szobraszatot (ablaciot) végeznek el, elkeriilhetetleniil mechanikai l6késhullamok keletkeznek,
¢és verddnek vissza a szem belsejének zart liregében, amelyek az egészségre karosak lehetnek
(errdl szivesen elfeledkeznek a ,,dobja el a szemiivegét” program munkatarsai). Hasonlo
rezgéssel, ill. az ezzel egylittjaro 16késhullam hatasaival kell szamolni a koponyéba zart,
alapvetden folyékony halmazallapotli agyban, amikor kiviilrl mechanikai behatas (tartds
razkodas (pl. munkagépen), vagy hirtelen {ités (baleset, 6kolvivasban KO)) éri. A kiilsé
kényszerrel kivaltott, u.n. kényszerrezgések mellett a testrészeknek sajat (rezonancia) rezgései
is vannak, amelyek az alacsony frekvenciak tartomanyaba esnek. Olyan alacsony frekvenciaju
(< 20 Hz) rezgésekre is rezonalhatnak, amelyekhez tartozo hanghullamokat (infrahangokat)
nem is halljuk a fiiliinkkel, ezért nagyon alattomos karosito hatast fejthetnek Ki (épiilet-
razkodas, szélkerék-monstrumok, stb.). A testrészek mechanikai csatolasban allnak egymassal.
Rugalmas (elasztikus) és csillapito (viszkoelasztikus) elemek kapcsolodnak bonyolult
halézatta (lasd az abrat). Az eldadas elsdsorban az eldbbi, a rugalmas elem (a rugo)
fizikajaval foglalkozik, de a csillapitas fizikai alapjait is megemlitjiik.



Definicidk. Szigoru (matematikai) értelemben rezgésnek neveziink minden olyan fizikai
jelenséget, amely az iddvel szakaszosan (periodikusan) ismétlédik.
g(t) =g(t+T)
Itt g(t) a fizikai mennyiségnek a t-edik idépontban felvett értékét jelenti. A periodusidé
(rezgésido, T) az a legkisebb iddtartam, amelynek elmultaval a fizikai mennyiség ismét
ugyanezt az értéket veszi fel. A reciprokat frekvencianak hivjuk: f = 1/T, dimenzidja 1/id6,
mértékegysége 1/s = 1 Hz. Pl. ha a sziv percenként 50-et dobban, akkor a frekvenciaja f = 50
(perc) ! = 50/60 Hz, a periodusideje T = 60/50 s.
Tagabb értelemben rezgésrdl beszéliink akkor is, ha a fizikai mennyiségnek idébeli
ismétléses jellege felismerhetd. Pl. a csillapitott rezgés szigoruan nem periodikus, mégis a
rezgések koz¢ soroljuk (ha a csillapitas az aperiodikus hatareset (1asd késébb) alatti).
Felosztasok. A g(t) fliggvény konkrét matematikai alakja szerint sokféle rezgés lehet.
Harmonikus rezgés (szinuszrezgés): g(t) = A-sin(aet + ),
ahol A az amplitudo, w a kérfrekvencia (o0 =271T ), wt + o a fazis és o a
kezdofazis. (A fazist célszerl radianokban mérni szogfokok helyett.) Az idébeli
(periodikus) valtozast egyetlen szinuszfiiggvény irja le.

Anharmonikus rezgések: a fizikai mennyiség egyidejlileg véges (1asd pl. Lissajous-
gorbéket) vagy végtelen sok (lasd a Fourier-tételt) harmonikus rezgést végez.
Tipikus példak a relaxacios (fiirészfog) rezgések. llyen anharmonikus, de
természetesen periodikus valtozast mutat a mellkas térfogata a levegd lassu és
erdltetett beszivasa, majd hirtelen kiengedése kovetkeztében.

Harmonikus rezgé mozgas
Az m tomegli anyagi pont az X tengely mentén végzi harmonikus rezgd mozgasat, ugy, hogy
az egyensulyi helyzete az origdban van.

Kinematikai leiras. A hely-id6 6sszefiiggésbol indulunk ki, és ebbdl leszarmaztathatok
mas kinematikai mennyiségek is.
A kitérés (helykoordinata): x = A-sin(at + «)

A sebesség: vV = % = Aw-cos(wt + ) legnagyobb a kezdéponton vald athaladas
pillanataiban (t =0, T/2, T, ...) és zérus a fordulépontokban (t = T/4, 3T/4, ...).
A gyorsulas: a = % =—Aw® -sin(ot + a) = —o° - X akitéréssel aranyos, és ezzel ellentétes

iranyu, vagyis mindig a kezddpont felé mutat.

Becsiiljiikk meg a ,,120-at verd sziv”’ 1 cm-es amplitudojt, és harmonikusnak feltételezett
rezgdmozgast végz6 elemének maximalis gyorsuldsat! amax = —w°A = (27/T)?°A = 1.58 m/s%, a
gravitacios gyorsulas (g = 9.81 m/s?) hatoda.

Becsiiljiik meg az f = 1 MHz frekvencidjt ultrahang tovabbitasaban résztvevo, A = 10
nm amplitaddju (a hidrogénatom sugara ~ 0,1 nm) rezgést végzd szoveti elem maximalis
gyorsulasat! ama = —w?A = (27f)* ‘A = 4-10° m/s?, a gravitaciés gyorsulas (g = 9.81 m/s?)
negyvenezerszerese. A legképzettebb vadaszpilotak is csak rovid ideig képesek ellenallni az
egész testre hato 5-10 g gyorsulasnak. Vigyazat, kavitacio 1éphet fel! Ezen nem csupan
elszornylilkodni kell, hanem gyakorlatilag is védekezni kell (pl. meg kell fontolni a magzati
ultrahang képek oncélu rendelgetését a csaladi albumba).

Dinamikai leiras. A mozgas gyorsulas-i1do fliggvényét behelyettesitjiik a dinamika
alapegyenletébe (Newton II. torvényébe):

F=m-a=—-mo’ -x=-k-X



Az er6 egyenesen aranyos a kitéréssel, és vele ellentett iranyu (v.0. a rugalmassagtan Hooke
torvényével: o = E-¢, ahol o = F/A a mechanikai fesziiltség, E Young rugalmassagi modulus és
¢ = Al/l relativ megnyulas). Ez a harmonikus rezgé mozgas kialakulasanak dinamikai feltétele.
Az olyan erék, amelyek a (stabilis) egyensulyi helyzet felé mutatnak (azaz a kitéréssel
ellentétes iranytak), rezgd mozgast hoznak létre, de csak akkor keletkezik harmonikus rezgd
mozgas, ha az eré nagysaga egyenesen aranyos a kitéréssel.

Az erd kifejezésében szerepld aranyossagi tényez0 a direkcios (iranyito) ero:

2
kK =mao? :m[z—”j ,
T

dimenzidja eré/tdvolsag, mértékegysége N/m.
Innen a harmonikus rezgd mozgas rezgésideje:

T=27r\/E,
k

azaz a rezgésid6 egyenesen aranyos a tomeg négyzetgyokével, ha k valtozatlan, és forditva
aranyos az iranyit6 er6 négyzetgyokével, ha m allando.

A harmonikus rezgé mozgdst végzo test energidja. A mozgasi (V2 mv?) és a potencialis
(rugalmassagi, % kx?) energidk az id6 szerint periodikusan és egymassal ellentett iitemben
valtoznak. Mivel az erdtér konzervativ, a teljes mechanikai energia megmarad:

E e = %mv2 e %ma)zA2 = 4llando .
Ha deré¢kszogii koordinata-rendszerben abrazoljuk a potencidlis energiat a hely (elmozdulas)
fliggvényében, akkor felfele allo szaru parabolat kapunk. A kétszer, hdromszor nagyobb
amplitaddval rezgd test Osszes energiaja (ugyanakkora frekvencia esetén) négyszer, kilencszer
nagyobb, €s hasonld kvadratikus 6sszefliggés érvényes a frekvenciara is.

Harmonikus rezgd mozgds eléallitasa. A csavarrugd hizasra és Osszenyomasra is a
hosszvaltozas mértékével egyenesen ardnyos erdt fejt ki, és az eré mindig a nyujtatlan
(egyensulyi) allapot irdnyaba mutat. Emiatt a sarldédasmentes, vizszintes lapra helyezett
rugdhoz erdsitett test a kitérités utan magara hagyva harmonikus rezgdmozgast végez. Kis
kitéréseknél a matematikai és a fizikai ingdk is harmonikus rezgé mozgast végeznek.

Harmonikus rezgések dsszetevése. Egy pont két fliggetlen hatas kovetkeztében
egyszerre két rezgést is végezhet, azaz a rezgések (zavartalanul) 6sszeadédhatnak
(szuperponalodhatnak). Pl. az ujjunk hegye ilyen 0sszetett mozgast végez, ha a karunkat
fliggbleges sikban lengetjiik, €s ezzel egyidejlileg a keziinket is periodikusan mozgatjuk a
csuklo, mint tengely koriil. Két linedris rezgés dsszetevésénél elegendd egyrészt egy irdnyl
rezgések, masrészt egymasra merdleges rezgések osszetevésével foglalkoznunk, mert mas
esetek erre a kettdre vezethetdk vissza.

1. Egy egyenesbe es6 (egy iranyu) rezgések Osszetevése.
a) A frekvencidk megegyeznek.
X, = A sinot
X, = A, sin(at + «,)
Az ered6 rezgés az egyes rezgések algebrai Osszege:
X=X, +X, = Asin(at + ),
ahol

A= A>+A*+2 cosq, ést =M.
VA + A +2A A, cosay & tga =t =



Az ered6 rezgés szintén ugyanolyan irdnyt és frekvencidju harmonikus rezgés, mint az
Osszetevok, és az A amplitadé valamint az o fazisallando az 6sszetevd rezgések
amplituddjatol és ag faziskiilonbségiiktdl fiigg.
Specidlis esetek:
- azonos fazist rezgéseknél (egyiittrezgésnél, ap = 0) az amplitudok 6sszegzddnek
A= A1+ Ay, és az eredo fazis az 6sszetevo rezgések fazisaval egyezik meg oo = 0. A
rezgések (ill. késobb latjuk, a hullamok interferencia révén) erdsitik egymast.

, €s az eredO

- ellentett fazist rezgéseknél (ap = 7) az amplitudok kivonodnak: A = |A, — A,
fazisa a nagyobb amplitadoju rezgés fazisaval egyezik meg. Ha A; = A, akkor A = 0, vagyis a
rezgések kioltjak egymast (hasonl6an, mint ahogy az ilyen hullamok teszik, lasd késobb a
(fény)hullamok interferencia-jelenségeit).
b) A frekvenciak kiilonboznek, lebegések.
X, = A sinat
X, = A, sin(w,t + ;)
Az ered6 rezgés most nem hozhatd X = X, + X, = Asin(awt + &) alakra, és ezért nem
harmonikus rezgés, st altalaban nem is periodikus folyamat, csak akkor, ha a frekvenciak
aranya (w1/w;) racionalis szam. Ekkor w1 = Ny és @, = Ny (N1 és N, relativ prim egész
szamok), és az X = A sin(n,at) + A, sin(n,at + ) fiiggvény értéke T = 27/ idokdzonként
ismétlodik.
Specialis eset: két kozel egyenld frekvencidji harmonikus rezgés Osszetevése, a lebegés.
Az egyszerliség kedvéért legyenek megegyezdek az amplitidok és nulla a faziskiilonbség.
X, = Asinat
X, = Asinm,t
Az ered6 rezgés

w, — . Wt
X=X, +X,=2Ac0s—=—=t-sin——=t.

Mivel w1~ w,, ezért a koszinusztényezd sokkal lassabban valtozik az idével, mint a
szinusztényezd. Az eredd rezgést olyan szinuszrezgésnek foghatjuk fel, amelynek

‘e + . . - .
korfrekvenciaja % , €s amelynek amplitidoja 2Acos%t viszonylag lassan

ingadozik 2A és 0 kozott. Ez a jelenség a lebegés vagy liiktetés, az az idGtartam, amely két
egymas utani amplitido-maximum kozott eltelik, a lebegési ido, Tiep. Ez az 1d6 a
- : : 2 -2 2 1
2Acos A" @2y fliggvény teljes periodusanak, 72 _nekafele: T = T .
2 w, — w, o -0, f-f

Az f, =1/T,, lebegési frekvencia a két rezgés frekvencidjanak a kiilonbsége:

fo =T — 1.
A lebegés jelensége legkozvetlenebbiil a hallasnal (hangtanban) mutatkozik: Ha egy 440 Hz
¢€s egy 446 Hz rezgésszamu hangyvillat egyszerre szélaltatunk meg, akkor mésodpercenként

hatszor ,,liiktetd” hangot hallunk. (Ha a két rezgés amplitiddja nem egyenld, akkor a lebegési
minimumok kevéssé ¢lesek.)



J x,(f) = sin(2nf t)
54 f1 =6 Hz
4 4

1 x,(t) = sin(2nf t)
34
2_‘ f2 =5Hz

X / /] /N

x,(0) + x,(0

2. Egymasra mer6leges rezgések Osszetevése, Lissajous-gorbék.

a) A frekvencidk megegyeznek. A rezgés ereddje altalaban ,.elliptikus rezgés”
(ellipszisben polaros rezgés), vagyis az

X = Asinat y = Bsin(at + )

rezgeéseket végzo test az Xy sikban ellipszist ir le, amelyrdl gy gy6zddhetiink meg, ha a két
egyenletbdl a kozos paramétert, a t id6t elimindljuk. Az ellipszis méreteit és helyzetét az A és
B amplitudok ¢€s az a faziskiilonbség hatarozzak meg (lasd az abra 1. sorat).

b) A frekvenciak kiilonboznek. Noha a

X = Asina,t y =Bsin(a,t + a)

egyenletekben mind az x, mind az y koordinata periodikusan valtozik az idével, az ered6
mozgas feltételesen periodikus: csak akkor periodikus, ha a két frekvencia aranya (wa/ wp)
racionalis szam (lasd az abrakat, ahol wa/ wp =4, 1/3, Y4, 3/2, 5/6 és 9/8 és A = B). Ellenkez6

esetben (pl. ha wa/ wp = V/2), a gorbe nem zarodik, a mozgo pont sohasem tér vissza a kezdeti
helyzetébe.
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Rezgések felbontasa harmonikus rezgésekre, Fourier tétele. Az el6z6 pontban lattuk,
hogy az olyan harmonikus rezgések 0sszege, amelyeknek a frekvenciai egy alapfrekvencia
egész szamu sokszorosai, mindig periodikus folyamatot, azaz rezgést (de nem sziikségszeriien
harmonikus rezgést) jelentenek. A megforditott probléma is érdekes: felbonthato-e egy
megadott rezgés harmonikus rezgések 0sszegére? A gyakorlati esetekben eléfordul6 (kelléen
,»szabalyos™) periodikus fliggvények esetén a valasz egyértelmii igen.

Fourier-féle tétel: ha g(t) az id6 periodikus fiiggvénye, azaz g(t) = g(t +T), akkor egy és
csakis egyféleképp szinusz- és koszinusz-fliggvények 6sszegére bonthatod, amelyben az
Osszetevok (felharmonikusok) amplitadoi (A; és Bj, 1 =0,1,2,...) kiilonbozbek és a frekvenciai
egy alapfrekvencia (o) egész szamu sokszorosai: w; = i'w (i =1,2,...):

g(t) = Ao/2 + Ajcoswt + Ac0S2wt + ...+ BiSinwt + B,sin2wt +...

ahol az A és B; egyiitthatokat a kovetkez6 integralok hatarozzak meg:

A = Tgl g(t) cosict) dt B = %i g(0)sin(iet) dt (i=0123,.)

Sok praktikus esetben a g(t) fliggvényt mar a Fourier-sor néhany els6 tagja is jol megkozeliti
(lasd az abrat). Szamitogépes algoritmusok €s ezeken alapul6 gyors programok allnak a
felhasznalok rendelkezésére.

Példa. a négyszog-rezgést az alabbi harmonikus komponensekre lehet felbontani:

x(t) = i(sin wt +lsin 3ot +lsin Sat +lsin Tot+..),
V4 3 5 7

amelybdl a négy elsé tag 6sszege mar igen jol kozeliti az idealis négyszog jelet (az
amplitidon, valamint a fel- és lefutds sebességein latni a kozelités elfogadhatosagat).

=1/n(sinot+1/3*sin3w i+ +1/7*sin7 ot)

T=10=2%

0,5

o~~~ O,O ]
B

0,5 -

A frekvenciak szerinti amplitido-eloszlast spektrumnak (szinképnek) is hivjak, amely lehet
diszkreét (periodikus fiiggvények esetében) és folytonos (aperiodikus fiiggvények esetén,
amelyet Fourier-sor helyett Fourier-integral formajaban allithatunk eld). A Fourier-
transzformacio a fiiggvényt az idosikrol a frekvenciasikra viszi at (t — w) at, ahol mas (nem
kinetikai) szempontu (spektralis) analizist tesz lehetévé (lasd az infravords (IR) spektrumok
felvételét Fourier transzformacios (FT) technikat alkalmazo6, és ezzel rendkiviili



érzékenységet elérd (FTIR) spektrofotométereket). Sok esetben a forditott irdnyu (inverz
Fourier) transzformacio is érdekes lehet.

A legismertebb alkalmazas a hangrezgések felbontasa (harmonikus analizis)
alaphangra (frekvencija @, amely a hang magassagat hatarozza meg) és harmonikus
felhangokra (frekvencidjuk w; = i-w (i = 1,2,...)), amelyek viszonylagos eréssége
(amplitadoja) a hang szinezetét hatdrozza meg. A sz4j- és orriiregben kialakulo és frekvencia-
specifikusan felerds6do rezgések jol felismerhetden alakitjak a hang felharmonikusait ill.
szinezetét. Elég, ha egyetlen fogat tavolitunk el, mar ez is érzddik a hang szinezetének
megvaltozasan.

Csillapitott rezg6é mozgas

Az €16 rendszerek anyagai kozott ritka kivételnek szamitanak azok (ha egyaltalan vannak
ilyenek), amelyek a fizikai absztrakcio (anyagi pont, merev test, szilard rugalmas test, idealis
folyadék stb.) kiilonleges kategoridiba sorolhatok. Altalaban egyszerre mutatnak (az ideélistol
eltérd) rugalmas (elasztikus) és surl6do folyadékra jellemzo (viszkozus) tulajdonsagot. Ezeket
osszefoglaldan viszkoelasztikus anyagoknak hivjuk, amelyeket ha rezgésbe hozunk, a rezgés
csillapodni fog, azaz az egyensulyi helyzeten val6é ismételt athaladas utan egyre kisebb és
kisebb maximalis kitérést (amplitidot) fog mutatni, mig végiil megsziinik a rezgd mozgas. S6t,
nagyobb csillapitasnal az is eléfordulhat, hogy a kitéritett test nem oszcildlva, hanem kitérését
monoton csokkentve kozelit az egyenstlyi helyzethez anélkiil, hogy azon 4thaladna
(aperiodikus eset). A legegyszerlibb kozelitésben az ilyen mozgasokat leird6 mechanikai
modellt két alkotoelembdl épithetjiik fel.

Linedris rugé: benne az x elmozdulassal aranyos, és ellentett iranyu er6 ébred: F = —kx,
amellyel a rugalmassag idealis (linearis) Hooke-torvényét adja vissza.

Rezgéscsillapito (lengésfék): a sebességgel aranyos, és vele ellentétes iranyt (surlodasi,
fékez0) er6 keletkezik: F = —;v, ahol 7 a csillapito (altalaban folyadék anyaganak)
viszkozitdsa. A rezgéscsillapito ilyen alakjaban 1ényegében a surlodo folyadékok newtoni
alapoOsszefliggését teljesiti. (A legegyszerlibb megvalositas szerint egy viszkozus anyaggal
toltott hengerben szorosan illeszkedd dugattytl mozog.) Ilyen rezgéscsillapitokkal vannak
felszerelve az autok vagy a repiil6gépek. Ez utdbbiaknal a sima leszallashoz kiilondsen fontos

foldreérkezéskor a
1« F F nagyon erds rezgések és
— 16kések hatékony
csillapitésa.
A két egyszerii elem
kombinaci6ibol igen
valtozatos mechanikai
modelleket lehet
felépiteni, amelyekkel a
reélis anyagok (szabad és
kényszeritett) rezgéseit €s
_F 1, F viszkoelasztikus
tulajdonsagait szokas
kozeliteni (lasd a
ero: F=IhKh+ F F=F =F, bevezetd abrat az emberi
test ,,karacsonyfa”-
modelljérol).
Erzékeltetésiil, itt csupan
egyetlen ¢s egyben a legegyszeriibb modellt vazoljuk fel, amelyben a két elemet
parhuzamosan kotjiik (Voigt-modell). A két, parhuzamos agban az elmozdulasok

rugo

rugo

rezgéscsillapito

rezgescsillapito

Voigt-test Maxwell-test

elmozdulis: x=x,=x, x=xp+x,



megegyeznek (x), de benniik kiilonb6z6 erdk ébrednek: F; = —kx a rugo és F, =—v a
csillapit6 agaban. Az m tomegl rezgo testre a két erd osszege hat: F = F; + F», igy a
mozgasegyenlet (Newton IL térvénye): m-a = —kx — 5v, amely a gyorsulasnak a = d’x/dt® és a
sebességnek v = dx/dt az elmozdulassal valo kinematikai kifejezéseit beirva az
. d X dx
dt? Tt
differencialegyenlethez vezet. Ennek megoldasa analitikus formaban megadhatd, amely attol

fligg, hogy a fékezd (surlodasi) erd egy bizonyos értéknél kisebb (periodikus eset) vagy
nagyobb (aperiodikus eset).

Periodikus mozgas: (ZL =jr< < @, (= \/E J . Ebben az esetben a rezgés harmonikusnak
m m

tekinthetd, amelynek amplitudoja az idével exponencidlisan csokken:
x=A-e™ sin(at +a),

2 2
w=+w, -k,

ahol wy a csillapitatlan (x = 0) rezgés korfrekvenciaja. Mind az amplitado lecsengésének
sebessége, mind a korfrekvencia a csillapitas () mértékétdl fligg. Minél nagyobb a csillapitas
(strlodas), anndl inkabb csillapitott a rezgés, €s anndl kisebb a korfrekvencia. Barmely két
egymasutani, egyiranyu maximalis kitérés viszonya ugyanaz, ezért ezt a hanyadost a
csillapodas mértékéiil vezethetjiik be:

¢s a rezges korfrekvencidja

ahol T = 2n/w.
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Aperiodikus mozgds: k > wy, vagyis a surlodas egy bizonyos értéknél nagyobb. Az x(t=0)=0
és v(t=0)=v kezdéfeltételekhez tartozo analitikai megoldas

%
X = —Oe”‘tsh(w/zc2 — a)jt)
VK —
amely szerint az x kitérés mindig egyiranyu (nincs atmenet az egyensulyi helyzeten), és t — o
esetén zérushoz (azaz az egyensulyi helyzethez) tart. Igy mozog pl. egy nagy strldédasu

folyadékban (mézben) kitéritett inga vagy a nagy viszkozitasu iziileti folyadékban hirtelen
kitéritett, majd magara hagyott iziilet.



Kényszerrezgések. Rezonancia

Ha a rezgésre képes rendszer egyetlen lokéssel rezgésbe hozzuk, és ezutan magara hagyjuk,
akkor a rendszer (csillapitott vagy csillapitatlan) szabad rezgést végez a bels6 erdk (rugo,
lengésfék) hatdsara..

Ha a rendszerre tartosan egy kiilsd, periodikusan valtozo (,,gerjesztd”) erd is hat, akkor
az keényszerrezgest fog végezni. A hozza tartoz6 mozgasegyenlet a csillapitott rezgésnél
megismert egyenletben kiegésziil a periodikus gerjesztést kifejezé erdvel:

d?*x dx :
m-——-=-k-x-n-—+F;sinat,
dt dt

amelynek altaldnos megoldasa x < wq (kis csillapitas) esetében

X(t) = Acos(at — @) + ae™ sin(,/a;g — k% t+ a),

ahol

Ao F,/m g = %
\/(a)g —w2)2 +4x’ 0’ Wy —@

¢s a és a a kezdofeltételekbdl meghatdrozhat6 integracios allandok.
A rendszer koveti a gerjesztést (elsO tag) ugyanakkor megtartja sajatrezgését (masodik tag) is.
Igy mozgasa egy w korfrekvenciaju szinuszrezgésbol és a csillapodd sajatrezgésbdl tevodik
0ssze. Az utdbbi azonban bizonyos id6 utan, a berezgési folyamat utan ,,elhal”, tartésan csak a
gerjesztés altal kivaltott A-sin(wt — @) szinuszrezgés, mint kényszerrezgés marad meg. Ennek
a rezgésnek A amplitidoja, valamint a gerjeszto erd és a kényszerrezgés kozt fellépo ¢

crer

Az A amplitido a kis frekvencidktol kiindulva fokozatosan emelkedik, @ = wq értéknél
maximumot ér el, majd névekedd frekvenciaval Gjra csokken. Az amplitudo6 akkor a
legnagyobb, amikor a gerjesztd erd frekvencidja a rendszer sajatfrekvencidjaval esik egybe.
Ez a jelenség a rezonancia, az A = A(w) gorbe a rezonanciagérbe. A rezonancia annal élesebb,
minél kisebb a rendszer csillapitdsa (k). Csillapitatlan rendszernél a rezonanciahelyen az
amplitido végtelen nagy lenne; ez az Gn. rezonancia-katasztrofa.

Amint az w 0-t0l we-ig, majd innen végtelenig nd, a ¢ faziskiilonbség 0-tol z/2-ig,
majd innen z-ig novekszik., vagyis a kényszerrezgés fazisban mindig elmarad a gerjesztd
er6hoz képest. Rezonancia esetén a faziskésés /2, vagyis az Fosin wt gerjesztd eré ekkor
egyirdnyu lesz a rezgd test v = voCOS wt sebességével, tehat a testet mindig (optiméalisan)
gyorsitja, ezzel allandoan (nem csupan szakaszosan) energiat kozol vele. A rezonancia soran a
kitérés maximalis mértéke attol fligg, hogy a gerjesztd erd altal kozolt energia (teljesitmény)
hogyan aranylik a csillapodo rezgéssel egyiittjard energia- (teljesitmény-)veszteséghez.
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Feladatok hazi és/vagy szeminariumi feldolgozasra.

1) A 100 kg tomegii bedobd kosarlabdazo felugrasnal a tomegkdzéppontjat 1 m magasra
emeli, a talajra valo visszaérkezésekor a sebességét 10 cm (rugalmas landolas) ill. 1 cm
(tehetetlen, ,.krumplis-zsak”-szer(i esés) hosszu uton fékezi le. Mekkora atlagos er6 ébred
testének tartoszerkezetében?

2) A kozépfiil csontjainak (kalapacs-iilld-kengyel) szerepét egy olyan modell-lel kozelitjiik,
amelyben az m =2 ug témegii csontocskakat egy k; = 72 N/m és egy ko = 7,2 N/m
direkcids erejli rugoval a dobhartyahoz ill. az ovalis ablakhoz erdsitjiik. Mekkora lesz a
frekvencidja ennek a rendszernek?

3) Egy gépkocsi tomege terheletleniil 800 kg. 5 személy (500 kg) betilésével a karosszéria 6
cm-t siillyed. Mennyi az aut6 rezgésideje liresen €s utasokkal megterhelve?

4) Egy vizen uszo fahasabot egy kissé lenyomjuk, majd magara hagyjuk. Hatarozzuk meg a
fel-le mozg6 fadarab rezgésidejét!

5) A jarast a Weber testvérek (1836) a nem terhelt 1ab fizikai ingaként valé viselkedéseként
fogtak fel, azaz ezen 1ab izomzatanak teljes passzivitasat tételezték fel a hatulrdl elére
val6 lendités soran (,,10g6 1ab” koncepcidja). Mekkora az s = 0,8 m 1épéshossz esetén a
jaras sebessége, ha az | =1 m hosszisagu szabad labat a csip6é mint tengely koriil mozgo
fizikai inganak tekintjiik?

6) Demonstraljuk szamitogépes grafikai eljarasokkal a rezgések Gsszetevésének fentebb
targyalt elemi szabalyait! Konstrudljunk egyszeriibb Lissajous-gorbéket!

7) Az egységnyi magassagu ,,haromszog-rezgés” Fourier-sora

8 , . 1 . 1 . 1 .
X(t):?(Slna)t—g—zsm\?a)t+5—25In5a)t—7—23m7a)t+...).

Erzékeltessiik ezt szamitogépes grafikai eljarassal (ami messze nem matematikai erejii
bizonyiték, csak ,,vizualis inspekcid”).

8) Irja fel a sorosan kapcsolt rugéra és csillapitora erdsitett test mozgasegyenletét (Maxwell-
modell)!

9) A belvarosi hidra egy szinyog szall, és a labaval a rezonanciafrekvencian titogeti a hidat. A
tapasztalat szerint a hid nem fog leszakadni, rezonancia-katasztrofa nem kdvetkezik be.
Miért?

10) A négykerekii vasuti kocsik rugoi a sincsatlakozasoknal kapott 16kések kovetkeztében
rezgésbe jonnek. A rugdk 1 N erd hatasara 1,6 pm-t nyomddnak 6ssze, a kocsi tomege 22
tonna, a sindarabok hossza 18 m. Milyen menetsebesség esetén legnagyobb a rugok
kirezgése (a kocsi ,,zotykolddése™)?
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